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解 説

線形可解マルコフ決定過程を用いた順・逆強化学習
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概要
連続時間系での順強化学習では最適制御則を求めるためには非線形の偏微分方程式であるハ
ミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式を解く必要があるが，ほとんどの場合解析的に解くことは
困難である．離散時間系の定式化の場合も同様で，このことが強化学習を実問題に適用する上
での問題の一つとなっている．近年，線形可解マルコフ決定過程と呼ばれる問題のクラスが提
案され，目的関数を規定する即時コスト関数の一部をカルバックライブラーダイバージェンス
によって表現することで，ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式を線形化できることが示され
た．この解説では，線形可解マルコフ決定過程のロボット制御への適用について説明し，この
枠組みにおいて，学習済みの制御則の合成理論に基づいた学習の高速化と観測された状態行動
系列からコスト関数を推定する逆強化学習問題が実現できることを紹介する．

1. は じ め に

強化学習は環境との相互作用を通して最適な制御則
を獲得するための手法で，ヒトやラットなどの学習過
程を記述する計算モデルとしても注目されている．た
だし実用化には，(1) タスクごとに最適制御則を一から
学習する必要があり，学習済みの制御則を再利用する
理論的枠組みがない，(2) タスクに適したコスト関数
をどのように準備すればよいかの指針がない，といっ
た点を解決する必要がある．
これに対し，近年開発された線形可解マルコフ決定
過程（Linearly solvable Markov Decision Process:

LMDP）1, 2) と呼ばれる定式化が上記二つの問題に有
効であることが示された．通常の強化学習や最適制御
ではマルコフ決定過程のもとで導出される非線形のハミ
ルトン・ヤコビ・ベルマン（Hamilton-Jacobi-Bellman:

HJB）方程式を解く必要があるが，LMDPでは即時コ
スト関数と環境やロボットのダイナミクスを巧妙に制
限することで HJB 方程式を線形化する．これにより
最適制御則を求めることが簡単化され，CG分野にお
けるアニメーション生成や携帯電話の基地局に対する
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チャネル割り当て問題，ロボット制御など幾つかの分野
で利用されるようになってきている3～6)．また LMDP

はカルバックライブラー（Kullback Leibler: KL）制
御7)や経路積分に基づく強化学習8, 9)と密接な関係があ
り，これらはすべて HJB 方程式の線形化に基づいて
いる．特に最適制御問題を機械学習におけるグラフィ
カルモデルの推論といった確率推論問題に帰着できる
ことが示され10)，最適制御理論と強化学習や機械学習
をリンクさせる理論として注目されている．そこで本
解説では松原による解説11)でカバーされていない連続
時間系での LMDP を紹介し，実ロボットへの応用を
述べる．
3節では (1)の問題を解決するための LMDPの枠組

みにおける制御則の合成理論を紹介する．これは線形
微分方程式の解の重ね合わせ理論をベースにしており，
複数の学習済みの最適制御則から別の問題の厳密な最
適制御則を導出することが可能になる．すなわち，終
端コストのみが異なる複数のタスクに対する最適制御
則が与えられ，新しいタスクが終端コストの重み付き
線形和で記述されるとき，新しいタスクに対する HJB

方程式の解は学習済みの HJB 方程式の解の線形和で
記述され，結果として新しいタスクの最適制御則も学
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習済みの最適制御則の重ね合わせで厳密に記述できる．
LMDP を用いた制御則の合成は簡単な計算機シミュ
レーション上で有効性が示されている3, 12)が，本節で
は四脚ロボットの歩行課題に適用した結果13)を述べる．
4 節では (2)の問題を解決するために，LMDPと類
似したコスト関数の制約に基づく方法であるDynamic

Policy Programming (DPP)14)の枠組みを用いたモデ
ルフリー逆強化学習法15)を紹介する．逆強化学習16, 17)

とは観察された行動が最適制御則から生成されたもの
と仮定し，それに対応するコスト関数を推定する逆問
題で，模倣学習を実装するための強力な手段であると
同時に，学習している生物の行動を解析するための有望
なアプローチである．Dynamic Policy Programming

のもとで簡単化されたベルマン方程式が学習前後の確
率的制御則の比の対数，コスト関数，状態価値関数に
よって記述できることを示す．学習前後の確率的制御
則の比は密度比推定の手法18) によって直接推定する
ことができ，正則化付き最小二乗法と組み合わせるこ
とでコスト関数と状態価値関数を同時に推定すること
が可能になる．実ロボットを用いた視覚ベースのナビ
ゲーション課題に適用し，従来法よりも効率よくコス
ト関数を推定することができることを示す．

2. 線形可解マルコフ決定過程を用いたロボット制御

2.1 マルコフ決定過程

まず連続時間・連続状態行動系における最適制御
を Todorov の方法2)に従って概説する．X を状態空
間，U を連続行動空間とする．時刻 tにおける状態を
x(t) ∈ X，ロボットが実行する行動を u(t) ∈ U とす
る．このとき，ロボットは即時コスト c(x(t),u(t))を
受け取り，以下の確率微分方程式

dx = a(x)dt+B(x)(udt+ σdω), (1)

にしたがって状態遷移する．ここで ωはブラウンノイ
ズ，σ はスケーリングパラメータである．式 (1)は状
態 xに関して非線形，行動 uに関して線形で，ノイズ
は B(x)を通して状態に影響する点に注意されたい．
制御器 π(u | x)は状態 xで行動 uを選択する条件

付き確率として定義される．目的はロボットを目標状
態 xg ∈ Xg ⊆ X へ導く最適な制御器 π∗ を発見する
ことで，次の目的関数

V π(x, t) = E

[∫ Tg

t

c(x(τ),u(τ))dτ + g(x(Tg))

]
.

ここで c(x,u), g(x)はそれぞれ即時コストと終端コ
スト，Tg は評価時間である．V π(x, t)は cost-to-go関

数，または価値関数と呼ばれる．最適価値関数は

V ∗(x, t) = min
π

V π(x, t),

と与えられる．一般に，最適価値関数は次の最適ハミ
ルトン・ヤコビ・ベルマン（HJB）方程式

−∂V ∗(x, t)
∂t

= min
u

(
c(x,u) + L(u)[V ]

)
, (2)

V ∗(x, Tg) = g(x), (3)

を満足する2, 19)．L(u) は線形微分演算子で

L(u)[V ]=(a(x)+B(x)u)�
∂V

∂x
+
1

2
tr

(
BB� ∂2 V

∂x2

)
,

と定義される．最適制御理論やモデルベース強化学習
では式 (1)が既知として，HJB方程式を解くことが中
心的課題となる．ただし HJB 方程式は価値関数に関
して非線形であり，一般に解くのが困難である．
2.2 線形可解マルコフ決定過程
HJB方程式が厳密に解ける問題のクラスとして知ら
れているのが線形二次ガウス型レギュレータ（Linear

Quadratic Gaussian: LQG）で，このとき HJB方程
式はリッカチ微分方程式を解く問題に帰着し，最適制
御則は線形フィードバックの形で与えられる．これに
対し線形可解マルコフ決定過程（LMDP）では，コス
ト関数の行動依存コストの部分だけを二次形式にした

c(x,u) = q(x) +
1

2σ2
u�u, (4)

を用いる．q(x)は非負の状態依存コスト関数である．
このとき式 (2)の右辺は解析的に最小化でき，式 (2),

(3)はそれぞれ

−∂Z(x, t)

∂t
= L(0)[Z]− q(x)Z(x, t), (5)

Z(x, Tg) = exp(−g(x)), (6)

となる．ここで Z(x, t) は好適度関数（desirability

function）

Z(x, t) = exp(−V ∗(x, t)), (7)

と呼ばれる．定義より Z(x, t) ∈ [0, 1)である．
離散時間系でも同様に HJB 方程式に対応するベル
マン方程式は

Z(x) = exp(−hq(x))G[Z](x), (8)

Z(xg) = exp(−g(xg)), xg ∈ Xg, (9)

と簡単化される．G は積分演算子

G[f ](x) =
∫

p0(x′ | x)f(x′)dx′, (10)
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で，状態遷移確率 p0(x′ | x)は式 (1)を時間刻み幅 h

で離散化して得られるガウス分布

puk (xk+1 | xk)=N (xk+1 | μ(xk,uk)+xk, hΣ(x)),

(11)

である．ここでN (x | μ,Σ)は平均 μ，共分散行列Σ

のガウス分布で，

μ(x,u) = h(a(x) +B(x)u),

Σ(x) = σB(x)�B(x),

である．表記を簡単にするため，xk = x(hk),uk =

u(hk) としている．導出は文献1, 11)を参照されたい．
式 (11)の遷移確率は u = 0のとき制御されていない
ダイナミクス（uncontrolled dynamics）と呼ばれ，それ
以外は制御されたダイナミクス（controlled dynamics）
と呼ばれる．
式 (5)，(8)は価値関数を指数変換した好適度関数に

関して線形方程式†である．ただし境界条件がなければ
自明解（すべての x に対して z(x) ≡ 0）に対して成
立することに注意されたい．この枠組みを線形可解マ
ルコフ決定過程（Linearly solvable Markov Decision

Process）と呼び，以降 LMDP と呼ぶ．LMDP の枠
組みでは，最適制御則は連続時間，離散時間系ともに

pu
∗
(x′ | x) = p0(x′ | x)Z(x′)

G[Z](x)
, (12)

と与えられる．特に式 (1)のダイナミクスのもとでは
最適制御則は

u∗(x, t) = σ2B(x)�
∂ lnZ(x, t)

∂x
, (13)

となる．
2.3 制御器の学習
最適制御則 (13)を求めるには式 (5)，(6)または (8)，

(9) を満足する好適度関数 Z(x, t)とB(x)を求める必
要がある．ここでは何らかのモデル学習法20, 21)によっ
て既に式 (1)のダイナミクス a(x),B(x)が推定され
ていると仮定し，それをもとに Z(x, t) を学習する方
法を述べる．好適度関数を Nz 個の基底関数を用いた
関数近似器

Z(x;w,θ) =

Nz∑
j=1

wjf(x,θj) = w
�f(x, θ), (14)

†誌面の都合上，有限時間区間の積算コスト最小問題に
ついてのみ示すが，平均コスト最小問題についても同
様に線形化できる．ただし強化学習で広く使われてい
る割引積算コスト最小化問題に対しては線形化できな
いことに注意されたい．

Fig. 1 Initial position of the robot and the battery

packs in the test phase.

を用いて表現する．ここで wi は重み，f(x, θi) は放
射状基底関数

f(x;θj) = exp

(
−1

2
(x−mj)

� Si (x−mj)

)
,

θj = {mj ,Sj}で，mj は中心位置，Sj は精度行列で
ある．また w,f は重みと基底関数をまとめたベクト
ルである．このとき積分演算子 (10) は解析的に計算
できる．式 (8)，(9)を満足するように {wj ,θj}Nz

j=1 を
学習する．詳細は文献5)を参照されたい．

2.4 実 験

LMDP の実環境における最適制御則の性能を評価
するために，Fig. 1に示す環境で車輪型移動ロボット
を用いた視覚ナビゲーション課題を実施した．環境に
はランドマークとして 3色 LEDを上部に取り付けた
電池パックがあり，ロボットは搭載されたパン・チル
トカメラから得られる画像情報をもとにランドマーク
まで移動する．このロボットは著者が使用していたロ
ボット「サイバーローデント」22)の後継機で，外部電池
からの充電行動と USB 接続による交配機能を装備し
ている．
Fig. 2 に制御アーキテクチャを示す．主に三つの制

御器から構成され，一つは視覚サーボ制御器で，ランド
マークをできるだけ視野内に捉えるようパン・チルト
カメラを制御する．二番目は探査行動制御器で，ラン
ドマークを見失った場合に実行される．三番目はナビ
ゲーション制御器で，左右の車輪を制御し環境内を動
き回る．この制御器を LMDP によって実装する．行
動は両車輪への目標回転角速度u = [uleft, uright]

�で，
状態は画像上でのランドマークの位置 xcx, xcy と幅と
高さ xax, xay，さらに視覚サーボ制御器によって制御さ
れたパン・チルトカメラの角度 xtilt, xpanをまとめた 6

次元ベクトル x = [xcx, xcy, xax, xay, xtilt, xpan]
� で

ある．これらの状態・行動は
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Fig. 2 Control architecture.

Fig. 3 The obtained desirability functions and the optimal policies in the navigation task. LQR with the

linear model is at the top, LMDP with the linear model in the middle, LMDP with the bilinear

model at the bottom, Z(x) on the left, u∗
left(x) on the center, u∗

right(x) on the right.

−1 ≤xcx, xcy, xtilt, xpan ≤ 1,

0 ≤xax, xay ≤ 1, −1 ≤ uleft, uright ≤ 1,

とスケーリングされている．この実験では式 (1)のダ
イナミクスの a(x),B(x) を線形モデルまたは双線形
モデルによって表現し，パラメータを最小二乗法で同
定した．状態依存コストとして目標状態 xg で最小と
なるような二次形式コストと逆ガウシアン型コスト

q1(x) = α (x− xg)
� Σ−1

cost (x− xg) ,

q2(x) = α (1− exp (−q1(x))) ,
を準備した．α はコストのスケーリング定数である．
またダイナミクス (1)の近似モデルとして線形モデル，
双線形モデルを準備した．ここで線形モデルと二次形
式コスト q1(x) を用いた場合，LMDP は最適レギュ
レータ（Linear Quadratic Regulator，LQR）と本質
的に等価であることに注意されたい．
Fig. 3に二次形式コスト関数 q1(x)を用いて獲得さ
れた好適度関数と最適制御則の典型例を示す．それぞ

れの図において x, y 軸はパン・チルトカメラの関節角
xpan, xtiltで，それ以外の 4つの状態量は目標状態の値
に設定している．また中央と下の行の図中の青点は好
適度関数の近似に用いた基底関数の中心位置mi であ
る．LQRで獲得された最適制御則は線形状態フィード
バックであるが，LMDPでは好適度関数を式 (14)の
ような関数によって近似しているため，図のような非線
形フィードバックになっている．また，適合度の近似
については式 (1)を線形モデルで表現した場合と双線
形モデルで表現した場合に大きな差は見られなかった．
次に異なるコスト関数やダイナミクスの近似モデル
によって得られた制御則を比較する．ただしコスト関
数が異なるため，総コストのかわりに現在の状態と目
標状態の差の L1 ノルムを評価として用いる．結果を
Fig. 4に示す．すべての制御器が約 10秒ほどでロボッ
トを目標状態に到達させている．目標状態近傍での挙
動は LQRと LMDPで異なり，LQRによる線形状態
フィードバックでは目標状態近傍での制御量が小さく
車輪と床との摩擦に打ち勝つことができなかったのに
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Fig. 4 Trajectories of the L-1 norm between the

current and goal states.

対し，LMDPでは非線形フィードバックにより目標状
態にさらに近づけたことが確認できる．

3. 線形可解マルコフ決定過程を用いた制御則の重ね
合わせ

この節では LMDP を用いる利点の一つである制御
則の重ね合わせについて説明する．これによってすで
に学習済みの最適制御則を組み合わせて新しい最適制
御則を構成することができ，最初から学習するよりも
大幅に時間を短縮できる．
3.1 制御則の重ね合わせ
はじめに述べたとおり，LMDP における制御則の
合成は線形方程式の解の重ね合わせ理論に基づいてい
る．いま，ロボットのダイナミクスが式 (1)で表現で
き，N 種類のタスクを達成するための最適制御則 ui

（i = 1, . . . , N）が 2 節で紹介した LMDPによって得
られていると仮定する．以降，これらのタスクを要素
タスクと呼ぶことにする．本節の主題は学習済みの最
適制御則を用いて新しいタスクに対する最適制御則を
求めることである．すなわち，新しいタスクに対する
最適制御則が学習済みの制御則の重み付き和で表現で
きることを示す．
線形方程式の重ね合わせ理論を適用するためには，
式 (5)，(8)の方程式がすべての要素タスクと新しいタ
スクで同一である必要がある．よって即時状態依存コ
スト関数 q(x) はすべてのタスクで共通の要素だけを
考慮したものになり，タスクの違いは終端コスト関数
によって記述する必要がある．要素タスクの終端コス
トを gi(x)，新しいタスクの終端コストを g′(x)とし，

exp(−g′(x)) =
N∑
i=1

wi exp(−gi(x)), (15)

と与えられるとする．式 (15)はガウス関数を基底関数
とする RBFネットワークであり，要素タスクが十分
に多ければ任意の終端コストを表すことができる．wi

は結合重みである．このとき，新しいタスクに対する
好適度関数は重ねあわせの理論より

Z′(x, t) =
N∑
i=1

wiZi(x, t), (16)

と与えられる．この新しいタスクは要素タスクの合成
によって表現されるため，以降合成タスクと呼ぶこと
にする．対応する合成タスクの最適制御則は

u′∗(x, t) = σ2B(x)�
∂ lnZ′(x, t)

∂x

=
N∑
i=1

mi(x, t)u
∗
i (x, t), (17)

となる．ここで制御則の混合係数は時間 tと状態 xの
関数で

mi(x, t) =
wiZi(x, t)∑
j wjZj(x, t)

,

と定義する．これより合成タスクの制御則も要素タス
クの制御則の重み付き和で表現されたことになるが，
重みは状態と時間の関数になっていることに注意され
たい．
3.2 好適度関数のモデルフリー学習
2 節では環境のダイナミクスを明示的に学習した後
で簡単化した HJB方程式から好適度関数を求めたが，
ここではダイナミクスを明示的には学習しないモデル
フリーの方法を述べる．これは最小二乗法に基づく強
化学習法23, 24)の考えを適用したもので，式 (14)で表
現した適合度関数の近似器の重みパラメータ wi を学
習するものである．
状態の系列 x0, . . . ,xNstep , hNstep = Tg に対して，
行列Aとベクトル bをエピソードごとに

A← A+

Nstep∑
k=0

φk (φk − exp(−q(xk))φk+1)
� ,

(18)

b← b+ φNstep exp(−g(xNstep)),

と更新する．ここで φk = φ(xk, hk)で，φNsteps+1 =

0 とする．これより好適度関数のパラメータを w =

A−1bと決定する．通常の最小二乗法に基づく強化学



内部英治：線形可解マルコフ決定過程を用いた順・逆強化学習 7

Fig. 5 The quadruped robot and three landmarks

in the experimental field. The top right im-

age represents the view from the robot.

習法と比較すると，式 (18)の exp(−q(xk))は状態依
存の割引率に相当する．Aはすべての要素タスク間で
同一であるのに対し，bは要素タスクごとに計算する
必要があることに注意されたい．
3.3 四脚ロボットの歩行課題
モデルフリーの適合度学習と制御則の合成の有効性
を検証するために Fig. 5に示す各脚が 2関節である四
脚ロボットを用いた視覚誘導型の歩行課題を実施した．
ただしロボットの構造を単純にするためにサーボモー
タを腰関節につけ，膝関節は板ばねを用いた受動関節
になっている．また 2.4 節のロボットと同一のパン・
チルトカメラを搭載している．環境中には三つの LED

付きランドマークがロボットの前に置かれている．プ
リミティブタスクはスタート地点から一つランドマー
クへの移動である．
Fig. 6 に制御アーキテクチャを示す．状態ベクトル

x = [θ�hip,p
�]� は 6 つの要素からなり，θhip ∈ R

4

は現在の腰関節の角度，p = [x, y]� はグローバル座
標系でのロボットの位置である．各腰関節の目標角度
θhip,d ∈ R

4 は

θhip,d = u+ θCPG, (19)

と与えられる．ここで uは強化学習モジュールから計
算される行動，θCPG ∈ R

4 は Central Pattern Gen-

erator（CPG）からの出力である．CPG の役割は特
に学習の初期段階でロボットの転倒を防止しつつ，効
率的に学習データを収集するのに重要で，実装として
修正 Hopf振動子25)を用いた．
要素タスクとしてはスタート地点から赤・青・緑の
ランドマークの場所までの歩行で，即時コストは全て
の状態で q(x) = 0.95とする定数を用い，終端コスト
は Fig. 7に示すような目標状態が最小となる二次形式
コスト q1(x)を用いる．一方，合成タスクは青と緑の

Fig. 6 Control architecture.

Fig. 7 Three terminal cost functions of primitive

tasks (blue, green, and red) and that of the

composite task (black).

ランドマークの中間地点に移動することで，対応する
終端コストを Fig. 7 の黒線で示す．式 (15) の終端コ
ストの結合重みは w1 = w2 = 0.86, w3 = 0 である．
要素タスクの数が少ないため，合成タスクの終端コス
トの形状は要素タスクの終端コストの形状と異なって
いることに注意されたい．
3.4 実 験 結 果

式 (17) によって三つの要素タスクの制御則を合成
して得られる最適制御則を評価する．比較のために以
下の制御則を準備した．

1. composite policy u′
z: 式 (17)によって合成さ

れた制御則．

2. composite policy with additional learn-

ing u′∗
z : 合成された制御則 u′

z を Fig. 6の CPG

からの出力と置き換え，さらに追加学習を LMDP

によって実施して得られる制御則．

3. optimal policy learned from scratch u∗
z:

通常の LMDPによって一から LMDPによって学
習することで得られる制御則．

4. value-weighted policy u′
v: 好適度関数ではな

く価値関数を重み付き和によって合成した価値関
数から導出された制御則．
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Fig. 8 Learning curves of composite tasks. The er-

ror bars represent the standard deviation of

10 experimental runs.

Fig. 9 Comparison among the composite policy,

the optimal policy learned from the compos-

ite cost function, and the composite policy

designed in the value function space.

ここで u′∗
z と u

∗
z の学習には同じ終端コスト関数 g′ を

用いている．
2.，3.の学習速度を比較するために，1エピソード終

了時点でのロボットの位置と目標位置と距離をプロッ
トしたものを Fig. 8に示す．ここで黒線の追加学習に
よる結果の 10エピソード時点での性能が 1.の合成さ
れた制御則の性能であることに注意されたい．これよ
り合成によって得られら制御則 u′

z は一から学習した
制御則 u∗

z とは異なっていることが確認できる．これ
はロボットのダイナミクスが厳密には式 (1)には従っ
ていないことと，要素タスクの好適度関数の近似誤差
によるものと考えられる．しかし合成された制御則 u′

z

をベースとして追加学習することで，一から学習する
よりも効率よく制御則を学習できていることがわかる．
Fig. 9に各制御器によって実現されたロボットの最
終位置を示す．シアンの十字は u∗

z の結果で，合成タ

スクにおける最適制御則の結果に相当する．黒丸は u′
z

による最終位置で，その分布は u∗
z によって得られる

分布とは異なっており，合成した制御則は最適制御則
には異なっていることが確認できる．黒の十字は u′∗

z

による最終位置で，追加学習によって最適制御則と同
等の分布が得られている．一方，価値関数の線形和か
ら得られる制御則 u′

v によって得られた最終位置の分
布は u∗

z によって得られた分布とは大きく異なってい
ることから，価値関数の合成は有効でないことも確認
できる．

4. Dynamic Policy Programming を用いた逆強化
学習

この節ではコスト関数の制限が逆強化学習の不良設
定性を緩和し，最終的に密度比推定の問題に帰着する
ことができることを示す．これにより順強化学習問題
を繰り返し解くことなく，コスト関数を直接推定でき
ることを示す．
4.1 逆強化学習のためのベルマン方程式

前節までと異なり，ここでは離散時間・割引コスト
最小化問題として目的関数が定式化される場合，つま
り価値関数が

V π(x) = E

[ ∞∑
k=0

γkc(xt+k,ut+k) | xt = x

]
,

と与えられる場合を考える．ここで γ は割引率，PT

は状態遷移確率で，式 (11)のガウス分布を任意の分布
に一般化したものである．コスト関数を

c(x,u) = q(x) + KL(π(· | x) ‖ π0(· | x)), (20)

と制限する．ここで KL(π(· | x) ‖ π0(· | x)) は二つ
の確率的制御則の間の KL ダイバージェンスである．
π0(u | x)はベースライン制御則で，探査のための初期
制御則とみなすことができる．二つの制御則が共にガ
ウス分布のとき，KLダイバージェンスは式 (4)の第
2項のような uに関する二次形式になる．逆強化学習
の目的はコスト関数の一部である状態依存コスト q(x)

を推定することである．
式 (20)のコスト関数のもとでは，2.2 節と同様にベ

ルマン方程式を簡単化することができ，最適価値関数
V ∗(x)と最適制御則 π(u | x)は

− ln
π(u | x)
π0(u | x) = q(x)− V ∗(x)

+ γ

∫
PT (y | x,u)V ∗(y)dy, (21)
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を満足する．この関係式はDynamic Policy Program-

mingと呼ばれる手法14)によって最初に使用されたが，
ここではこの関係式が逆強化学習に非常に有効である
ことを述べる．
ただし，逆強化学習は一般に不良設定問題であり，コ
スト関数を式 (20) の形に制限しても唯一には決定で
きない．具体的には，コスト関数を定数 C によって

q′(x) = q(x) + C, (22)

と変更し，対応する状態価値関数を

V ∗′(x) = V ∗(x) +
C

1− γ
,

と変更しても密度比 π(u | x)/π0(u | x)は同一となる．
4.2 密度比推定
紹介する逆強化学習法15)は二つの要素から構成され

る．一つは式 (21) の左辺の制御則の比率を推定する
密度比推定18)で，もう一つは推定された密度比の対数
を目標値として，コスト関数と状態価値関数を推定す
る最小二乗法である．
状態遷移に関する次の二種類のデータセット

D0 = {(x0
j ,u

0
j ,y

0
j )}N

0

j=1, Dπ = {(xπ
i ,u

π
i ,y

π
i )}N

π

i=1,

が与えられたとする．ここで N0 と Nπ はそれぞれ
データセット D0, Dπ の要素数で，これらは

u0
j ∼ π0(· | x0

j ), y0
j ∼ PT (· | x0

j ,u
0
j ),

uπ
i ∼ π(· | xπ

i ), yπ
i ∼ PT (· | xπ

i ,u
π
i ),

と生成されている．D0は学習前のベースライン制御則
π0 を使って得られた状態遷移の集合，Dπ は最適制御
則 π を使って得られた状態遷移の集合である．PT が
既知であれば y0

j ,y
π
i は必要ないことに注意されたい．

次に密度比の対数 lnπ(u | x)/π0(u | x) をデータ
セット D0, Dπ から直接推定する．次の二通りの分解
が考えられる．

ln
π(u | x)
π0(u | x) = lnπ(u | x)− lnπ0(u | x), (23)

= ln
π(x,u)

π0(x,u)
− ln

π(x)

π0(x)
. (24)

最初の分解 (23) は条件付き確率密度の対数の差に
なっていて，ロボット制御のような制御則π0, πが明示的
に計算できる場合に適している．データセットD0,Dπ

から π0, π を推定する方法としては，Least Squares

Conditional Density Estimation (LSCDE)18)などが
ある．
二番目の分解 (24)は二つの密度比の対数の差になっ

ている．この分解の利点は π(x) = π0(x)となる問題
設定では，第 1項 lnπ(x)/π0(x)の推定をする必要がな
いことである．密度比 π(x)/π0(x), π(x,u)/π0(x,u)

を直接推定する方法としては，ロジスティック回帰を
用いた LogReg法がある18).

4.3 コスト関数と価値関数の推定
いったん密度比 π(u | x)/π0(u | x) を推定した後
は，正則化付き最小二乗法によって状態依存コスト関
数 q(x)と価値関数 V (x)を推定することができる．い
ま関数 R̂(x,u)を R̂(x,u) ≈ − ln π(u|x)

π0(u|x)
とし，q(x)

と V ∗(x)の線形関数近似器を

q̂(x) = w�
q ψq(x), V̂

∗(x) = w�
V ψV (x),

とする．ここで ψq(x), ψV (x) は基底関数ベクトル，
wq と wV は重みパラメータであり，目的関数

J(wq,wV )=
1

2

Nπ∑
j=1

[
w�

V

(
γψV (yπ

j )−ψV (xπ
j )
)

+w�
q ψq(x

π
j )− R̂(xπ

j ,u
π
j )
]2

+ λw‖wq‖1 + λw‖wV ‖1,
を最小化することによって最適化される．ここで λw

は正則化定数である．コスト関数が非負であるという
条件は考慮していないことに注意されたい．非負条件
を満足するコスト関数が必要であれば，式 (22)におい
て C = −minx q̂(x)とすれば良い．
4.4 数値シミュレーションによる検証
この手法を評価するために，倒立振り子の振り上げ
および安定化課題26)を考える．振り子の状態は角度 θ

と角速度 ω の 2 次元ベクトル x = [θ, ω]� で表現さ
れ，運動方程式はKinjo et al.5)の設定を用いた．振り
子の振り上げ・安定化課題における逆強化学習の目的
は，ある最適制御則によって与えられたスタート地点
x0 = [π, 0]� からゴール地点 xg = [0, 0]� までの状態
の系列から，その最適制御則に対応するコスト関数を推
定することである．学習前のデータセットD0はGauss

分布を使った単純な制御則 π0(u | x) = N (u | 0, σ2
0)

を使い，学習後のデータセット Dπ は真のコスト関数
を q(x) = 1− cos θ として順強化学習によって計算し
た最適制御則を用いて収集した．手法としてはモデル
ベースの連続時間強化学習法26)を用いた．
密度比の推定方法により，我々の手法にはいくつかの
バリエーションがある．具体的には式 (23)の分解を使
った LSCDE-IRLと式 (24)の分解を使った LogReg-

IRLが我々の手法であり，従来法であるモデルベース
MaxEnt-IRL27)，モデルフリー RelEnt-IRL28)，モデ
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Table 1 Comparison among IRL methods.

手法 提案手法 MaxEnt
IRL

RelEnt
IRL

OptV

モデル
フリーか?

モデル
フリー

モデル
ベース

モデル
フリー

モデル
ベース

データの単位 状態遷移 軌跡全体 軌跡全体 状態遷移

順強化学習が
必要か 必要なし 必要あり 必要なし 必要なし

Fig. 10 Negative log likelihood in the inverted pen-

dulum IRL task.

ルベース OptV29) と比較する．これらの違いを Ta-

ble 1に示す．モデルベース手法では状態遷移確率 PT

を必要とするが，これはデータセット D0,Dπ から推
定し，積分の計算はMetropolis Hastings法を用いた．
この実験では割引率 γ も未知とし，正則化パラメー

タも含めて交差検定法によって最適化した．基底関数
ψq(x)はコスト関数についての事前知識に基づき設計
するのが望ましいが，状態価値関数を表現する基底関
数 ψV (x) の設計は問題である．この実験では簡単の
ためガウスカーネルを用いる．カーネルの中心位置は
データセット Dπ からランダムに 50個選択した．
逆強化学習の不良設定性のため，真のコスト関数と
推定されたコスト関数の差を直接比較するのは適切で
はない．そこで，推定されたコスト関数から順強化学
習により最適制御則 π̂(u | x)を推定し，テストデータ
セット Dte に対する負の対数尤度を推定されたコスト
関数の評価値とする．Fig. 10に各手法の負の対数尤度
を比較したものを示す．横軸は各データセットのサン
プル数 |D0|, |Dπ|で，縦軸が負の対数尤度で小さいほど
良い．LSCDE-IRL，LogReg-IRLは従来法よりも確
率的制御則を正確に復元できていることが確認できる．
この課題では LSCDE，LogRegによる密度比推定の結
果に大きな差が見られなかったため，類似したコスト
関数と状態価値関数が推定された．RelEnt-IRLは x0

から xg までの軌跡をサンプルとするので，サンプル数

Fig. 11 Experimental field of the inverse reinforce-

ment learning task. The current position

of the robot is one of the starting positions,

C.

が少ない場合は我々の手法よりも負の対数尤度が大き
くなっているが，サンプル数が増加するにつれ両者はほ
とんど差がなくなっていった．OptVとMaxEnt-IRL

はサンプル数が少ないときの性能が特によくなかった．

4.5 実ロボットのナビゲーション課題

次に Fig. 11に示す実ロボットを使った視覚ベースの
ナビゲーション課題を使って検証する．図中の A，B，
C，Eの 4箇所のスタート地点の 1か所から目標地点ま
で実験者が遠隔操作により合計 100回誘導して，デー
タセットDπ を収集する．D0も遠隔操作によってラン
ダムにロボットを制御して収集する．ロボットは搭載
されたカメラから 3種類（赤・緑・青）のランドマーク
に関連する画像特徴 [xr, yr, Nr, xg, yg, Ng, xb, yb, Nb]

を計測する．ここで x, yはランドマークの画像上での
位置N は画素数で，添え字の r, g, bはそれぞれ赤・緑・
青のランドマークに対応する．この 6個の特徴量を状
態 xとする．
コスト関数の基底関数ベクトル ψq(x) の要素は各
ターゲットとの相対角度と大きさをもとに ψq(x) =

[fg(θr), fs(Nr), fg(θg), fs(Ng), fg(θb), fs(Nb)]
�と

構成した．ここで fg はガウス関数でそれぞれのター
ゲットが正面に見えるときに，fs はシグモイド関数で
ターゲットが大きく見えるときにそれぞれ 1に近づく
ように設定した．一方，状態価値関数の基底関数ベク
トル ψV (x) の各要素はガウスカーネルを用い，中心
位置は Dπ からランダムに 200個選択した．
この実験ではモデルベース手法で確率分布の正規化
定数の計算を必要とする OptV，MaxEnt-IRLはコス
ト関数がうまく推定できなかったため，誌面の都合上
LSCDE-IRL，LogReg-IRL，RelEnt-IRLについての
み比較した．Fig. 12に各手法で推定されたコスト関数
の重みを示す．全ての手法で，目標地点に対応する特
徴量に関する重みを負に設定することで，ロボットが
目標地点に到達したときに最小となるコスト関数を推
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Fig. 12 Estimated weights of the cost function ap-

proximator.

Fig. 13 Comparison of the learning speed with and

without shaping rewards.

定していることがわかる．式 (22)を使ったコスト関数
の補正はしていないため，推定されたコスト関数 q̂(x)

は負となる場合もあることに注意されたい．
LogReg-IRL によって推定されたコスト関数を評

価するために，逆強化学習の訓練データには含まれ
ないスタート地点 D からのナビゲーションを Doya

のモデルベース順強化学習法26)を用いて学習させた．
とくに推定されたコスト関数 q̂(x) だけを用いた場合
と，報酬関数のシェーピング理論16)を用いたコスト
q̂(x)+γV̂ ∗(y)− V̂ ∗(x) を用いた場合の学習効率の違
いを調査した．結果を Fig. 13 に示す．性能は各エピ
ソード終了時点での目標地点との距離を用いた．シェー
ピングを用いた方がコスト関数だけを用いた場合より
も早く学習できていることが確認できる．RelEnt-IRL

は状態価値を推定しないため，シェーピングは実現で
きないことに注意されたい．

5. まとめと今後の課題

本解説では非線形 HJB 方程式の線形化に基づく
LMDP のロボット制御への応用について述べた．ダ

イナミクスと即時コスト関数に制限が必要であるため
任意のタスクに適用できるわけではないが，HJB方程
式の線形化は非常に強力で，はじめに述べた二つの問
題に対して新しい解法を与えてくれる．3 節で述べた
制御則の合成理論は，要素タスクの即時コストが同一
であるという条件が必要であった．そのため要素タス
クの違いは終端コストによってのみ特徴づけられると
いう点が大きな問題である．この解説では合成した制
御則を初期制御則として追加学習することで学習に要
する時間を短縮したが，問題を時間的に部分問題に分
割し，個々の部分問題に合成理論を適用する方法30)が
提案されている．
4 節では Dynamic Policy Programmingの枠組み
の下でのモデルフリー逆強化学習法を紹介した．この
手法は密度比の推定と，コスト関数と状態価値関数を
推定する正則化付き最小二乗法によって効率よく計算
できる．また，データセットは状態遷移の組から構成
されるので，状態の軌跡全体を単位とする手法と比べる
とデータ収集の点からも利点がある．また推定された
状態価値関数からシェーピング報酬を作ることで，順強
化学習の学習効率を改善することができた．Dynamic

Policy Programming のかわりに LMDP における簡
単化されたベルマン方程式を用いて 4 節のような逆強
化学習法を構成することも可能である．このとき密度
比は学習前後の状態遷移確率になり，行動を直接観測
できない実験データに対しても適用可能である．
誌面の都合上説明しなかったが，その他に興味深い
テーマとして制御と推論の双対性が LMDPでは拡張さ
れていることである10, 31)．これは良く知られた LQG

とカルマンフィルタの双対性を拡張したもので，これ
を利用した新しいアルゴリズムの開発が進められてい
る．LMDPやKL制御，経路積分に基づく強化学習は
その有効性にもかかわらず，国内ではあまり研究され
ていないが，本解説によって LMDP の研究者が増え
ることを期待する．
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